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ABSTRACT. – This paper deals with the characterization of a domain D in Cn by the Kobayashi
infinitesimal metric in a neighborhood of a point a ofD. I prove this characterization in the following cases:
a domain D in C analytically isomorphic to the open unit disc, an hyperbolic domain D in C, a bounded
strictly convex domain D in Cn and also a bounded convex domain D in Cn which is isomorphic to an
open unit ball. The proofs use the result of L. Lempert on the equality of the Carathéodory and Kobayashi
infinitesimal metric on convex domains and the notion of complex geodesic. Ó Elsevier, Paris
Keywords: Kobayashi infinitesimal metric, Characterisation of a domain by the Kobayashi infinitesimal
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RÉSUMÉ. – Dans cet article, j’étudie la caractérisation d’un domaine D de Cn par la métrique
infinitésimale de Kobayashi au voisinage d’un point a de D. Je montre cette caractérisation dans les cas
suivants : un domaine D de C analytiquement isomorphe au disque-unité ouvert, un domaine hyperbolique
D dans C, un domaine borné strictement convexe D dans Cn et aussi un domaine borné convexe D dans
Cn qui est isomorphe à une boule-unité ouverte. Les démonstrations utilisent le résultat de L. Lempert sur
l’égalité des métriques infinitésimales de Carathéodory et de Kobayashi sur un domaine convexe borné et
la notion de géodésique complexe. Ó Elsevier, Paris
Mots Clés: métrique infinitésimale de Kobayashi, caractérisation d’un domaine par la métrique
infinitésimale de Kobayashi, isomorphismes analytiques
1. Introduction
Dans des travaux antérieurs (voir par exemple J. Bland, T. Duchamp and M. Kalka [2],
I. Graham [5], L. Belkhchicha [1], J.-P. Vigué [15]), plusieurs auteurs ont essayé de caractériser
les isomorphismes analytiques d’un domaine borné D1 sur un domaine borné D2 comme une
application holomorphe isométrique pour la métrique infinitésimale de Kobayashi en un point.
Par exemple, I. Graham [5] montre le théorème suivant :
THÉORÈME 1.1. – Soit D un domaine borné strictement convexe de Cn et soit M une variété
complexe connexe taut (au sens de H. Wu [16]) de dimension n. Soit p ∈M , et soit f :M→D
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une application holomorphe telle que
FD
(
f (p),Tf (p).ν
)= FM(p, ν),
pour tout ν ∈ TpM . Alors f est un isomorphisme analytique de M sur D.
Sans vouloir être exhaustif, signalons qu’on peut aussi caractériser les isomorphismes
analytiques d’un domaine borné convexe D sur une variété M en utilisant la métrique
infinitésimale de Carathéodory (voir par exemple [14]). Dans cet article, nous allons nous
intéresser à une question un peu différente. Le problème que nous allons étudier est de savoir
dans quelle mesure la métrique infinitésimale de Kobayashi sur un domaine D caractérise D.
Nous remarquerons d’abord que, même dans le cas d’un domaine D analytiquement isomorphe
au disque-unité ∆, la métrique infinitésimale de Kobayashi en un point a de D ne suffit pas,
en général, à caractériser D. Aussi, nous allons étudier la question suivante : étant donné un
domaineD, un point a de D, un voisinage U de a, la connaissance de la métrique infinitésimale
de Kobayashi FD(x, · ) en tous les points x de U permet-elle de retrouverD ? Bien sûr, ce n’est
pas vrai en général et, comme nous le montrerons par un exemple, pour espérer une réponse
positive, il faut au moins que D ait un certain nombre de propriétés de convexité holomorphe.
Dans ce travail, nous allons montrer une telle caractérisation dans les quatre cas suivants :
un domaine de C analytiquement isomorphe au disque-unité ∆, un domaine hyperbolique
de C, un domaine borné strictement convexe de Cn, et enfin, des domaines isomorphes à
la boule-unité ouverte de Cn pour une certaine norme ‖ · ‖. Pour traiter le troisième cas,
nous utiliserons le résultat de L. Lempert [9] sur l’égalité des métriques infinitésimales de
Carathéodory et de Kobayashi et des distances de Carathéodory et de Kobayashi sur un domaine
borné strictement convexe D, et nous serons amenés à considérer les géodésiques complexes
de D. Plus exactement, nous montrerons le résultat suivant :
THÉORÈME 1.2. – Soit D un domaine de Cn, analytiquement isomorphe à un domaine borné
strictement convexe de Cn. Soit ϕ une application holomorphe du disque-unité ouvert∆ dans Cn
telle que, pour tout z appartenant à un voisinage U de 0, on ait :
FD
(
ϕ(z),ϕ′(z)
)= F∆(z,1)= 11− |z|2 .
Alors ϕ(∆) est contenu dansD, et ϕ est une géodésique complexe de D.
Ainsi donc, D apparaît comme la réunion des images de toutes les applications holomorphes
ϕ qui vérifient la condition du théorème précédent, ce qui permet de retrouver le domaine D à
partir de la métrique infinitésimale de Kobayashi sur un voisinage d’un point a de D.
Comme nous le verrons, le Théorème 1.2 n’est plus vrai, en général, pour un domaine convexe
borné. Cependant, il est quand même possible, au moins dans certains cas, de caractériser un
domaine convexe bornéD par la métrique infinitésimale de Kobayashi au voisinage d’un point a
de D.
Nous allons commencer par un certain nombre de rappels.
2. Rappels et premiers résultats
La distance de Carathéodory cD sur un domaine bornéD de Cn est défini par la formule :
cD(x, y)= sup
f∈H(D,∆)
ω
(
f (x), f (y)
)
,
TOME 78 – 1999 – N◦ 9
LA MÉTRIQUE INFINITÉSIMALE DE KOBAYASHI 869
où H(D,∆) désigne l’ensemble des fonctions holomorphes sur D à valeurs dans ∆ et ω la
distance de Poincaré sur∆. De même, la métrique infinitésimale de CarathéodoryED est définie
(voir [3,4,6–8]) pour tout x ∈D, pour tout ν ∈Cn, par la formule :
ED(x, ν)= sup
f∈H(D,∆)
∣∣f ′(x) · ν∣∣.
La métrique infinitésimale de Kobayashi FD est définie de manière duale :
FD(x, ν)= inf
f∈H(∆,D)
{|λ| | f (0)= 0, λf ′(0)= ν}.
Ensuite, on définit par intégration la longueur d’un chemin γ : [a, b] → D de classe C1 par
morceaux par :
L(γ )=
b∫
a
FD
(
γ (t), γ ′(t)
)
dt .
On définit alors la distance de Kobayashi kD comme la borne inférieure des longueurs L(γ ) des
chemins γ d’origine x et d’extrémité y , et nous renvoyons le lecteur intéressé par ces questions
à [3,4,6–8].
E. Vesentini [11–13] définit les géodésiques complexes d’un domaine bornéD : on dit qu’une
application holomorphe ϕ du disque-unité∆ dansD est une géodésique complexe de D si ϕ est
une isométrie pour les distances de Carathéodory c∆ et cD . D’après E. Vesentini [11–13], nous
avons la caractérisation suivante des géodésiques complexes de D.
THÉORÈME 2.1. – Soit D un domaine borné de Cn. Soit ϕ :∆ → D une application
holomorphe, et supposons que l’une des deux conditions suivantes soit satisfaite :
(i) ED(ϕ(0), ϕ′(0))= 1 ;
(ii) il existe deux points distincts α et β de ∆ tels que cD(ϕ(α),ϕ(β))= c∆(α,β).
Alors ϕ est une géodésique complexe de D.
D’autre part, si D est convexe, on sait d’après L. Lempert [9] et H. Royden and P. Wong [10]
(voir aussi M. Jarnicki and P. Pflug [7]) que cD = kD et que ED = FD . On déduit de ce résultat
l’existence de géodésiques complexes dans un domaine convexe borné D. Plus précisément, un
point x de D et un vecteur ν de Cn tels que ED(x, ν)= 1 étant donnés, il existe une géodésique
complexe ϕ :∆→D telle que ϕ(0) = x et que ϕ′(0) = ν. De même, deux points x et y étant
donnés, il existe une géodésique complexe ϕ de D telle que x et y appartiennent à ϕ(∆).
Rappelons d’autre part qu’un domaine borné D de Cn est dit strictement convexe si tous les
points de la frontière ∂D de D sont des points extrémaux de SD. On a le théorème suivant :
THÉORÈME 2.2. – Soit D un domaine borné strictement convexe de Cn.
(i) Soient x ∈ D et ν ∈ Cn tels que ED(x, ν) = 1. Alors, il existe une géodésique complexe
unique ϕ :∆→D telle que ϕ(0)= x et que ϕ′(0)= ν.
(ii) Soient x et y deux points distincts de D et soient α et β deux points de ∆ tels que
cD(x, y) = c∆(α,β) = ω(α,β). Alors, il existe une géodésique complexe unique ϕ :∆→ D
telle que ϕ(α)= x et que ϕ(β)= y .
Ce théorème découle de la démonstration de L. Lempert [9] quand la frontière de D est
suffisamment régulière et est démontré par S. Dineen [3], p. 93 dans le cas général.
Nous aurons besoin du théorème suivant concernant la distance de Kobayashi sur la boule
Bk(a, r) pour la distance de Kobayashi kD sur un domaine borné convexeD.
JOURNAL DE MATHÉMATIQUES PURES ET APPLIQUÉES
870 J-.P. VIGUÉ
THÉORÈME 2.3. – Soit D un domaine borné convexe de Cn. Soit r > 0 et soit
Bk(a, r)=
{
z ∈D | kD(a, z) < r
}
la boule de centre a et de rayon r pour la distance de Kobayashi kD . Soit ρ = th r et soit ϕ :
∆→ D une géodésique complexe de D telle que ϕ(0) = a. Alors, l’application holomorphe
ψ :∆→ Bk(a, r) définie par ψ(ζ ) = ϕ(ρζ ) est une géodésique complexe de Bk(a, r). On en
déduit que FBk (a, ν)= (1/ρ)FD(a, ν) et que, pour tout z ∈Bk(a, r),
kBk (a, z)= th−1
(
th(kD(a, z))
ρ
)
.
De plus, Bk(a, r) est convexe, et si D est strictement convexe, Bk(a, r) est strictement convexe.
Démonstration. – En utilisant le théorème de Montel, on montre facilement que, si ϕ :∆→D
est une géodésique complexe de D, il existe une application holomorphe s :D→ ∆ telle que
s ◦ ϕ(z)= z, pour tout z ∈ ∆. D’autre part, comme ϕ est une isométrie pour cD et c∆, et aussi
pour kD et k∆, il est clair que ψ(∆) est contenu dans Bk(a, r). Si on définit t :Bk(a, r)→C par
t (z)= (1/ρ)s(z), on vérifie que t (Bk(a, r)) est contenu dans ∆ et on a :
t ◦ψ(ζ )= (1/ρ)(ϕ(ρζ ))= (1/ρ)ρζ = ζ.
Ainsi donc, ψ est une géodésique complexe de Bk(a, r) et on en déduit les formules annoncées.
Montrons maintenant que Bk(a, r) est convexe. Soient b1 et b2 deux points de Bk(a, r).
Il suffit de montrer que (b1 + b2)/2 ∈ Bk(a, r). Soit ϕ1 :∆→ D une géodésique complexe
telle que ϕ1(0) = a, ϕ1(ζ1) = b1 avec |ζ1| < ρ. De même, soit ϕ2 :∆→ D une géodésique
complexe telle que ϕ2(0)= a, ϕ2(ζ2) = b2 avec |ζ2|< ρ. Par un choix convenable de ϕ1 et ϕ2
et quitte à échanger b1 et b2, on peut supposer que 0 6 ζ1 6 ζ2 < ρ. Considérons l’application
holomorphe ϕ définie sur ∆ par :
ϕ(ζ )
1
2
(
ϕ1
(
ζ1
ζ2
ζ
)
+ ϕ2(ζ )
)
.
Comme D est convexe, ϕ est une application holomorphe de ∆ dans D, et ϕ(ζ2)= (1/2)(b1 +
b2). Comme |ζ2|< ρ et que ϕ est contractante pour la métrique infinitésimale de Kobayashi, on
en déduit que (1/2)(b1+ b2) ∈ Bk(a, r) et Bk(a, r) est convexe.
Il reste à démontrer que, si D est strictement convexe, Bk(a, r) est strictement convexe. Soit
donc [x, y] un segment contenu dans la frontière de Bk(a, r) et nous voulons montrer que x = y .
Soit ϕ1 :∆→D l’unique géodésique complexe de D telle que ϕ1(0)= a, ϕ1(ρ)= x . De même,
soit ϕ2 :∆→D l’unique géodésique complexe de D telle que ϕ2(0)= a, ϕ2(ρ)= y . Pour tout
t ∈ [0,1], l’application ψt = tϕ1 + (1 − t)ϕ2 est telle que ψt (0) = a, ψt (ρ) = tx + (1 − t)y .
Ainsi donc, cD(ψt (0),ψt (ρ)) = c∆(0, ρ), et ψt est une géodésique complexe de D. Comme
ϕ1 et ϕ2 sont des fonctions holomorphes bornées, elles admettent presque partout des valeurs
au bord ϕ∗1 (eiθ ) et ϕ∗2 (eiθ ) qui appartiennent à la frontière ∂D de D. Comme ψt est une
géodésique complexe, c’est une application holomorphe propre et ses valeurs au bord ψ∗t (eiθ )=
tϕ∗1 (eiθ )+ (1− t)ϕ∗2 (eiθ ) appartiennent à la frontière de D. Comme D est strictement convexe,
on en déduit que ϕ∗1 = ϕ∗2 , ce qui entraîne que ϕ1 = ϕ2 et que x = y . Le résultat est démontré. 2
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3. Les domaines isomorphes au disque-unité
Remarquons d’abord que, ∆(b, r) est le disque de centre b et de rayon r dans C et si a ∈∆,
alors
F∆(b,r)(a, ν)= |ν|
r(1− | b−a
r
|2) .
Il est clair que la donnée de F∆(b,r)(a, · ) en un point a ∈ ∆(b, r) ne suffit pas à caractériser
∆(b, r).
Nous allons maintenant montrer comment la métrique infinitésimale de Kobayashi permet de
caractériser un domaineD de C, analytiquement isomorphe au disque-unité∆. Plus précisément,
nous avons le théorème suivant :
THÉORÈME 3.1. – Soit D un domaine borné de C, analytiquement isomorphe au disque-
unité∆ et soit U un ouvert non vide deD. AlorsD est complètement déterminé par la donnée de
FD(z, · ), pour tout z ∈ U . De manière plus précise, si ϕ :∆→C est une application holomorphe
telle que a = ϕ(0) appartienne à D et que
FD
(
ϕ(z),ϕ′(z)
)= F∆(z,1)= 11− |z|2 ,
pour tous les points z d’un voisinage V de 0, alors ϕ est un isomorphisme analytique de∆ surD.
Démonstration. – Comme D est analytiquement isomorphe au disque-unité ∆, on peut
considérer un isomorphisme analytique f de D sur ∆ tel que f (a) = 0. D’après l’hypothèse,
on sait que, pour tout z ∈ V , ϕ′(z) est une isométrie pour les métriques infinitésimales F∆(z, · )
et FD(ϕ(z), · ). Par suite, en intégrant les métriques infinitésimales, on trouve que, pour tous les
points z et w d’un voisinage W de 0 suffisamment petit, on a :
kD
(
ϕ(z),ϕ(w)
)= k∆(z,w)
et, en particulier, pour tout z de module suffisamment petit, on a :
kD
(
a,ϕ(z)
)= kD(ϕ(0), ϕ(z))= k∆(0, z)= th−1 |z|.
D’autre part, l’application f , qui est un isomorphisme analytique, est une isométrie pour kD
et k∆. On en déduit que, pour tout z de module suffisamment petit, on a :
k∆
(
0, f
(
ϕ(z)
))= k∆(0, z)= th−1 |z|,
autrement dit que |f (ϕ(z))| = |z|.
Ainsi, |f (ϕ(z))/z| est une constante de module 1, ce qui entraîne que f (ϕ(z)) = αz, avec
|α| = 1. Quitte à remplacer f par (1/α)f , on peut supposer que, pour z de module suffisamment
petit, f ◦ ϕ(z) = z, soit que ϕ(z) = f−1(z). Le théorème de prolongement analytique montre
que c’est vrai pour tout z ∈∆ et ϕ est un isomorphisme analytique de ∆ sur D.
En fait, on peut, par la même méthode, démontrer un résultat valable pour un domaine
(D,p) étalé dans C, analytiquement isomorphe au disque-unité ∆. Avant d’énoncer le résultat,
remarquons que, si (D,p) est un domaine étalé dans C, en tout point z de D, le fibré tangent
TzD s’identifie naturellement à C. 2
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THÉORÈME 3.2. – Soit (D,p) un domaine étalé dans C, analytiquement isomorphe au
disque-unité ∆. Soit a un point de D, soit U un voisinage de a suffisamment petit pour que p|U
soit un homéomorphisme deU sur p(U), et soit ρ = (p|U)−1. Soit f une application holomorphe
définie dans un voisinage V de 0 dans∆ à valeurs dans C telle que ρ ◦f soit une isométrie pour
la métrique infinitésimale de Kobayashi, c’est-à-dire, que, ∀z ∈ V , on ait :
FD
(
ρ ◦ f (z), (ρ ◦ f )′(z))= F∆(z,1)= 11− |z|2 .
Alors, ρ ◦ f se prolonge en un isomorphisme de ∆ sur D.
Démonstration. – Comme précédemment, on considère un isomorphisme analytique g de D
sur ∆ et on montre que, quitte à multiplier g par un nombre complexe de module 1, pour tout z
de module suffisamment petit, g ◦ ρ ◦ f (z) est égal à z. Ceci entraîne que ρ ◦ f se prolonge en
un isomorphisme analytique de ∆ sur D. 2
4. Les domaines hyperboliques de C
On peut déduire du théorème précédent une caractérisation des domaines hyperboliques
dans C. Rappelons que, pour un domaine D de C, toutes les notions d’hyperbolicité coïncident,
et il est équivalent de dire, par exemple, que FD(z, ν) 6= 0, pour tout z ∈D, pour tout ν 6= 0 ∈C,
ou que le revêtement universel D˜ de D est analytiquement isomorphe au disque-unité ∆. On
montre alors le théorème suivant :
THÉORÈME 4.1. – Soit D un domaine hyperbolique de C. Soit a ∈D et soit U un voisinage
ouvert de a. Alors, D est complètement déterminé par la donnée, pour tout z ∈ U , de FD(z, · ).
De manière plus précise, si ϕ :∆→ C est une application holomorphe telle que a = ϕ(0)
appartienne à D et que
FD
(
ϕ(z),ϕ′(z)
)= F∆(z,1)= 11− |z|2 ,
pour tous les points z d’un voisinage V de 0, alors ϕ est une application holomorphe de∆ surD,
et (∆,ϕ) s’identifie au revêtement universel de D.
Démonstration. – Considérons le revêtement universel (D˜,pi) de D, qui, comme nous l’avons
déjà dit, est isomorphe à∆. Quitte à considérer un ouvertU suffisamment petit, on peut supposer
que pi est un isomorphisme analytique de W sur U . Soit ρ = (pi|W)−1. On considère alors ρ ◦ ϕ,
et on applique le Théorème 3.2. D’après [8], on sait que pi est une isométrie pour la métrique
infinitésimale de Kobayashi. Par suite, il en est de même pour ρ ◦ ϕ, et ρ ◦ ϕ se prolonge en
un isomorphisme f de ∆ sur D˜. On en déduit que pi ◦ f fournit un prolongement de ϕ, qui
l’identifie au revêtement universel de D.
Remarquons que, si (D,p) est un domaine étalé dans C qui est un revêtement de son image
p(D), d’après [8], p est une isométrie pour la métrique infinitésimale de Kobayashi. Ainsi, la
métrique infinitésimale de Kobayashi ne permet pas de distinguer un domaineD d’un revêtement
(D′,p) de D. Il n’est donc pas possible de généraliser le Théorème 3.2 au cas d’une variété
hyperbolique étalée sur C et non simplement connexe. 2
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5. Les domaines bornés strictement convexes de Cn
Comme je l’ai dit dans l’introduction, pour que la métrique infinitésimale de Kobayashi
FD(x, · ) au voisinage d’un point a de D caractérise D, il faut que D ait quelques propriétés
de convexité holomorphe. Ainsi, on peut construire une marmite de Hartogs M ⊂ C2 telle
que l’enveloppe convexe de M soit le bidisque ∆2 et que, pour tout (z1, z2) appartenant à un
voisinage de l’origine (0,0) dans C2, on ait :
FM
(
(z1, z2), (ν1, ν2)
)= F∆2((z1, z2), (ν1, ν2)).
Il n’est donc pas possible, en général, de caractériser un domaine bornéD de C2 par la métrique
infinitésimale de Kobayashi au voisinage d’un point a du domaineD.
Pour les domaines bornés strictement convexes, nous allons maintenant montrer le théorème
suivant :
THÉORÈME 5.1. – Soit D un domaine de Cn, analytiquement isomorphe à un domaine borné
strictement convexe de Cn. Soit ϕ une application holomorphe du disque-unité ouvert∆ dans Cn
telle que, pour tout z appartenant à un voisinage U de 0, on ait :
FD
(
ϕ(z),ϕ′(z)
)= F∆(z,1)= 11− |z|2 .
Alors ϕ(∆) est contenu dansD, et ϕ est une géodésique complexe de D.
On déduit du Théorème 5.1 le corollaire suivant.
COROLLAIRE 5.2. – Soit D un domaine de Cn analytiquement isomorphe à un domaine
borné strictement convexe de Cn. Soit a un point deD et soit U un voisinage ouvert de a dansD.
Alors D est complètement déterminé par les FD(z, · ), pour tout z ∈ U . Plus précisément, D est
la réunion des ϕ(∆), pour toutes les applications holomorphes ϕ :∆→ Cn telles que ϕ(0)= a
et que
FD
(
ϕ(z),ϕ′(z)
)= F∆(z,1)= 11− |z|2 ,
pour tout z ∈∆ tel que ϕ(z) appartienne à U .
Démonstration. – D’après le Théorème 5.1, pour toute application holomorphe ϕ :∆→ Cn
vérifiant la condition du théorème, ϕ(∆) est contenu dansD. D’autre part, si z est un point deD,
on sait qu’il existe une géodésique complexe ϕ :∆→D telle que ϕ(0)= a et que z ∈ ϕ(∆). Le
corollaire est démontré. 2
Démonstration du Théorème 5.1. – Soit ϕ :∆→ Cn une application holomorphe telle que,
pour tout z appartenant à U , on ait :
FD
(
ϕ(z),ϕ′(z)
)= F∆(z,1)= 11− |z|2 .
Par intégration, on montre que, pour tout z appartenant à U on a :
kD
(
ϕ(0), ϕ(z)
)
6 k∆(0, z),
ce qui démontre que, pour tout r suffisamment petit,
ϕ
(
Bk(0, r)
)⊂ Bk(ϕ(0), r).
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Soit ρ = th r . D’après le Théorème 2.3, l’application ψ définie par ψ(z) = ϕ(ρz) est une
géodésique complexe de Bk(ϕ(0), r), et comme Bk(ϕ(0), r) est un domaine borné strictement
convexe, les géodésiques complexes de Bk(ϕ(0), r) sont uniques au sens où nous l’avons défini.
De plus, celles passant par a s’obtiennent par restriction et reparamétrisation des géodésiques
complexes de D. Plus précisément, on déduit du fait que les géodésiques complexes dans
Bk(a, r) et dans D sont uniques, que pour toute géodésique complexe ψ :∆→ Bk(a, r) telle
que ψ(0) = a, il existe une géodésique complexe ϑ :∆→ D telle que ψ(z) = ϑ(ρz). Le
théorème de prolongement analytique montre que ϕ = ϑ ; par suite, ϕ(∆) ⊂D, et le théorème
est démontré. 2
On peut alors montrer une version du théorème de I. Graham [5] dans laquelle on ne suppose
pas que l’application holomorphe f envoie D1 dans D2.
THÉORÈME 5.3. – Soient D1 et D2 deux domaines bornés convexes de Cn, et supposons
que D2 est strictement convexe. Soit f :D1 → Cn une application holomorphe, soit a ∈ D1,
et supposons qu’il existe un voisinage U de a tel que f (U)⊂D2, et que, pour tout z ∈ U , pour
tout ν ∈Cn, on ait :
FD2
(
f (z), f ′(z) · ν)= FD1(z, ν).
Alors f est un isomorphisme analytique de D1 sur D2.
Démonstration. – Pour appliquer le Théorème 1.1 (I. Graham [5]) ou le résultat de
J.-P. Vigué [14], il suffit de montrer que f (D1) est contenu dans D2. Si on considère une géodé-
sique complexe ϕ :∆→D1, telle que ϕ(0)= a, on déduit des hypothèses que, pour tout ζ voisin
de 0,
FD2
(
f ◦ ϕ(ζ ), (f ◦ ϕ)′(ζ ))= F∆(ζ,1)= 11− |ζ |2 .
Comme D2 est strictement convexe, le Théorème 5.1 montre que f ◦ ϕ est une géodésique
complexe et que f ◦ ϕ(∆) est contenu dans D2. Enfin, comme tout point x de D1 appartient
à l’image d’une géodésique complexe passant par a, on a : f (D1) ⊂ D2, et le théorème est
démontré. 2
6. Les domaines convexes bornés de Cn
Il faut d’abord remarquer que le Théorème 5.1 ne se généralise pas au cas des domaines bornés
convexes de Cn. Par exemple, dans le cas du polydisque∆2, l’application ϕ :∆→C2 définie par
ϕ(ζ )= (ζ,Mζ 2), avec M > 1 n’envoie pas ∆ dans ∆2. Pourtant, on a, pour tout ζ de module
suffisamment petit,
F∆2
(
ϕ(ζ ),ϕ′(ζ )
)= F∆(ζ,1).
Cependant, il est quand même possible de retrouver un domaine D analytiquement isomorphe
à la boule-unité ouverte B de Cn pour une norme ‖ · ‖, à partir de la métrique infinitésimale
de Kobayashi au voisinage d’un point convenablement choisi. Plus précisément, nous pouvons
montrer le théorème suivant :
THÉORÈME 6.1. – Soit D un domaine de Cn, soit a un point de D, et supposons qu’il existe
un isomorphisme analytique g de la boule-unité ouverte B de Cn pour une norme ‖ · ‖ sur D
tel que g(0)= a. Soit f :B→ Cn une application holomorphe telle que f (0)= a et que, pour
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tous les points z appartenant à un voisinage V de 0 et pour tous les vecteurs ν ∈Cn, on ait :
FD
(
f (z), f ′(z) · ν)= FB(z, ν).
Alors f envoie B dans D et est un isomorphisme analytique de B sur D.
Démonstration. – Il est clair, par intégration, que f est une isométrie pour kB et kD au
voisinage de l’origine, c’est-à-dire que, pour tous les points z1 et z2 suffisamment proches de
l’origine, on a :
kD
(
f (z1), f (z2)
)= kB(z1, z2).
Par suite, g−1 ◦ f qui est défini au voisinage de l’origine dans B , est, au voisinage de l’origine,
une isométrie pour kB qui laisse l’origine fixe. Comme Bk(0, r) est une boule dans Cn pour la
norme donnée, on en déduit que g−1 ◦ f est linéaire égale à h. Le théorème de prolongement
analytique montre alors que f = g ◦ h et le théorème est démontré. 2
Ce théorème permet de retrouver un domaine D de Cn, isomorphe à la boule-unité ouverte B
de Cn, si on connaît l’image a de l’origine par un isomorphisme analytique de B sur D et
la métrique infinitésimale de Kobayashi au voisinage de a (sans qu’on ait besoin de connaître
plus précisément B). En effet, si B est la boule-unité ouverte de Cn pour une norme ‖ · ‖ et si
ϕ :D→B est un isomorphisme analytique tel que ϕ(a)= 0, alors
FD(a, ν)= FB
(
0, ϕ′(a) · ν)= ∥∥ϕ′(a) · ν∥∥.
Par suite, la boule-unité ouverte pour la norme FD(a, · ) est linéairement isomorphe à B . Ainsi,
si
Ba =
{
z ∈Cn | FD(a, z) < 1
}
et si f :Ba→Cn est une application holomorphe telle que f (0)= a et que
FD
(
f (z), f ′(z) · ν)= FBa (z, ν),
pour tous les points z appartenant à un voisinage V de 0 et pour tous les vecteurs ν ∈ Cn, alors
f est un isomorphisme analytique de Ba sur D.
En particulier, si D est un domaine borné symétrique, on sait que D est homogène et
isomorphe à la boule-unité ouverte de Cn pour une certaine norme, et on déduit du théorème
précédent que, si a est un point deD, et si f :Ba→Cn est une application holomorphe telle que
f (0) = a et qui vérifie la condition précédente, alors f est un isomorphisme analytique de Ba
sur D.
Pour l’instant, je ne sais pas si la donnée de la métrique infinitésimale de Kobayashi au
voisinage d’un point d’un domaine borné convexeD de Cn suffit à caractériser D.
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